
 

Exercice n°1 : 

On considère la suite (𝑈𝑛) définie sur ℕ par :𝑈0 =
1

2
 𝑒𝑡 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑈𝑛 = (1 −

1

2𝑛
) 𝑈𝑛−1 

 1)Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ: 𝑈𝑛 > 0. 

2) Soit (𝑉𝑛) définie sur ℕpar :𝑉𝑛 = √𝑛 + 1  𝑈𝑛 

    a− Exprimer 𝑉𝑛+1
2 − 𝑉𝑛

2 en fonction e n et de 𝑈𝑛
2 

    b − Déduire que (𝑉𝑛) est décroissante et que pour tout  𝑛 ∈ ℕ: 𝑈𝑛 ≤
1

2√𝑛 + 1
  

3) Soit (𝑊𝑛) la définie sur ℕ 𝑝𝑎𝑟 ∶ 𝑊𝑛 = √𝑛  𝑈𝑛  

a)Montrer que (𝑊𝑛) est croissante 

b) Déduire que pour tout   𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑈𝑛 ≥
1

4√𝑛
 . 

4) Montrer que (𝑈𝑛) est convergente et calculer  sa limite. 

5) a)Calculer 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛 

     b)En déduire  lim
𝑛→+∞

(2𝑛)!

22𝑛+1(𝑛!)2
 

Exercice n°2 : 

Pour tout entier naturel non nul 𝑛, on considère la fonction 𝑓𝑛 définie sur [0, +∞[ 𝑝𝑎𝑟 

  𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 + 𝑛√
𝑥

𝑥+1
 , et 𝐶𝑛 sa courbe représentative  

1) Dans cette question , on prend 𝑛 = 1 

    On considère  la fonction 𝑔 définie sur [0, +∞[ 𝑝𝑎𝑟 {
𝑔(𝑥) =

sin(𝑓1(𝑥))

√𝑥
    𝑠𝑖 𝑥 > 0

𝑔(0) = 1                                

   

 a- Montrer que 𝑔 est continue à droite en 0 

 b- Déterminer la limite de 𝑔 en +∞. 

2) Montrer que pour entier naturel non nul 𝑛, la fonction 𝑓𝑛 est strictement croissante sur [0, +∞[ 

3) a- Montrer que pour entier naturel non nul  , l’équation 𝑓𝑛 (𝑥) = 1 admet dans l’intervalle ]0,1[ 

     une unique solution ∝𝑛. 

b- Etudier la position de 𝐶𝑛+1 𝑒𝑡𝐶𝑛       

 c-En déduire que la suite (∝𝑛) est décroissante sur ℕ∗ 

  d- En déduire que la suite (∝𝑛) est convergente et calculer sa limite. 
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Exercice n°3 : 

Soit 𝑓 (𝑥) =
𝑥2 + 3

2(𝑥 + 1)
   , 𝑥 ∈ ]−1, +∞[ 

1) Etudier le signe de 𝑓(𝑥) − 𝑥   pour 𝑥 ∈ ]−1, +∞[  

2) Dresser le tableau de variation de 𝑓 𝑠𝑢𝑟 ]−1, +∞[ 

3) Soit la suite U définie sur ℕ par : {
𝑈0 =

3

2
                                  

𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛), 𝑛 ∈ ℕ
 

  a)Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ , 𝑜𝑛 𝑎 1 ≤ 𝑈𝑛 ≤
3

2
 

   b) Montrer que (Un) est décroissante, en déduire que Un est convergente  et déterminer sa  limite. 

4)a)Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ 𝑒𝑡 𝑛 ≥ 2 ,  

    L’équation 𝑓(𝑥) = 𝑛  admet dans ]−1,1[ une  unique solution  αn . 

  b) Montrer que  pour tout  𝑛 ≥ 2, 𝑜𝑛 𝑎 ∶ −1 < 𝛼𝑛 < −1 +
2

𝑛
 

    en déduire que 𝛼𝑛 est convergente et déterminer sa limite. 

Exercice n°4 : 

Pour tout entier naturel non nul , on considère la fonction 𝑓𝑛 définie 

sur [0,
π

2
[  par 𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑥 − n tan(𝑥)  

1)a)Montrer que pour tout n ≥ 1, la fonction  𝑓𝑛  réalise une bijection de [0,
π

2
[ sur un intervalle J   à 

préciser. 

     b) En déduire que l’équation  𝑓𝑛 (𝑥) = − 𝑛 ,admet dans [0,
π

2
[ une unique solution que l’on  notera αn . 

c)Vérifier que pour tout n ≥ 1,  αn ∈ ]
π

4
,
π

2
[  et que tan( αn ) = 1 +

 αn 

n
 

 2)a)Montrer que pour entier n  ≥ 1, et tout x ∈ ]
π

4
,
π

2
[ , −1 +  𝑓𝑛 (𝑥) > 𝑓𝑛+1(𝑥) 

b) En déduire que la suite  αn  est strictement décroissante et qu’elle converge vers un réel que l’on précisera. 

 

 

 

 

 


