Intégrales @ suites

EXERCICE N°1

l, = | 2 sintdt
0

I:Pt”sintdt, nelIN*

& 0

Soit (1) la suite définie par : -

1/ a) Calculer |1, .

b) Calculer 1, par une intégration par parties.
2/ En utilisant une intégration par parties, que pour tout n € IN* on a:

| =n jgt"” cost dt.

3/ a) Montrer, en utilisant une integration par parties, que pour tout n>2 on a:

—1
L
| =n

n

-n(n-1)1 .

2

b) En déduire |, et |,. Puis la valeur de l'intégrale J = I()5(1—2t+t2 —t°)sint dt

EXERCICE N°2
On pose pour tout n € IN* In:js (1-t?)" dt et anjol t?(1-t?)" dt.

1/ Montrer que vhelIN* | =1 -J_ .

2/ En integrant par parties , exprimer J_ en fonction de | puis calculer | , en

N+1

fonction de | .

|
3/ Montrer par recurrence que vhneIN* , | =2" ik .
1.3.5........ (2n+1)

EXERCICE N°3

U, - [ J1+tat

Soit (U ) la suite definie sur IN par : «

\Un:j'; t" J1+tdt, neIN*

1/ Calculer U, et U,.
2/ Montrer que (U_) est monotone.

3/ Grace a un encadrement de ./1+t, établir que : ) <U, < V2 .
n+1 n+1

4/ a) Montrer que : V te[0,1] on a ;\/1+t > 2 - -% (1-1).

J2 1 J2

b) En deduire que : — —— Bl . Determiner Im nU_.
n+1 2n n+1 N =+

D
%/’vx
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EXERCICE N°4

1/ Soit f la fonction définie sur 0,%

— —

a) Montrer que f est une bijection de

par f(X)=tan x.

0

E_
14—

b) Montrer que f ' est dérivable sur [0,1] et calculer (f ') (x).

c) En déduire que f ' (x)= jx L V Xe [0,1].

0 1+1°

n-1
2/ Soit n e IN“; I, = [ 1t = dt.
+

a) Onpose o(t)=f"(t") ; t €[0,1].Prouver que ¢ est dérivable sur [0, 1] et

calculer ¢'(t).

b) En déduire | = — .
4n
{ t3n—l
3/ Soit J, = | ———dt.
O (1+t7)?
a) A l'aide d'une intégration par parties , montrer que Jﬂ=—41 |
n
puis déduire J_ en fonction de n.
. , . el t42t°
b) Utiliser les résultats précédentes pour calculer A = j — dt
O (1+t7)?

EXERCICE N°5

Soit (U ) la suite définie sur IN par :

1/ Calculer U, , U, et U,.

N+
n+2

2/ Montrer que : U U

n+2 n-

3/ En déduire que: vhelN on a: U

4/ Montrer que : (n+1) U
U, ..en fonction de n.

n+1

Exercice n°6

1 1

Soit 71 € IN* et |,.,=J'

0 0

1) Montrer que J1=l.
T

2) a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que Vn €IN*, 7 |1 + (n+1)J,=0.

b) Calculer alors I».

(n+2)

2
7T

[+ (n+1)1,]

3) Montrer que = —

£

4) Calculer, alors, 15 et Js. : 3
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ruo=j0§ dt
U - [2

. = IO cos tdt, nelIN*

(2n)!  w

2n (n!)2 22n+1 ]
U est independant de n, en deduire une expression de

x" cos(mx)dx et J,,=I x" s mx)dx

A2

sur [0,1] . Calculer f7(0) et f'(1).




Fonctions définies par Intégrale @ suites

*f continue sur |

=la fonction F :

*u dérivable surJ *u(J)cl *a €l

Tag€l= *f continue sur |
Hf;f(t)dt et dérivable sur | = |3 fonction E ;Hf;"(x)
F’(x)=f(x) F(x)= (%) F(ulx))
( F primitive de f qui s’annule en a)

f(t)dt et dérivable sur J

Exercice n°1:

Justifier la dérivabilité de F sur I et calculer sa fonction dérivée

dt,l =[1; +oof

X X
dt sin(t)
1)F(x)—f1+t2,I—R 2)F(x)—f1_l_t2
0 1
sin(x) tan(x)
T T dt
F(x) = 1-t*dt ,I=|-5,5| HFX) = I
3)F (x) f J1—-t2dt | 2,2] YF (%) f ——»
0 1

Exercice n°2:

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x)= .[o \/l +1° dt ,On désigne par (C) sa courbe représentative

dans un repéere orthonormé (0, [ ,j).

1) Montrer que f est dérivable sur IR et donner le sens de variation de f

2) Montrer que f est impaire.

1

3) a) Montrer que pour tout x >0 ; on a: f(x) > —x~.

2

b) Préciser la branche infinie de (C) au voisinage de + 0.

1 »
4) Soit la suite réelle I, définie sur IN par : |, = Lz‘ \/1 +1° dt

a) Calculer I .

b) Montrer que la suite |, est décroissante.

1 V2

</ < et calculer la limite de cette suite.

c) Montrer que

EXERCICE N

n+l " n+l

°3

t2n

1
On définie la suite (U,) définie sur IN par U,= IO dt

1) Montrer que

| Pta

]

IN, 0 <U < et calculer la limite de cette suite.

Yn e 2n+1

D
%/’\/x
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tan x

] +t°

/A /A
2) Soit F la fonction définie sur I= —5,5 par F(x)= J‘

a) Montrer que F est dérivable sur | et calculer F'(x), Vx € 1.

b) Expliciter alors F(x), Vx 1.

c) Calculer alors, Uo .

|
3) a) Montrer que Un1+U,= Vn €IN.
2n+1

b) En déduire U,.

1 1 (—1)"
4) Soit la suite (V) définiesur INparV,=1 ——+——......... +
3 5 2n+1

a) Exprimer V, en fonction de Ug et U,+1{on distinguera les cas:n pair et n impair).

b) Calculer, alors, la limite de la suite (V)
Exercice n°4.:

Soit la fonction f définie sur [1, + o0 [ par : f(x)= x\/x2—1 et on désigne par € sa courbe représentative dans un

repere orthonormé (o,1, J ).

1) a) Etudier la dérivabilité de f a droite en 1. Interpréter graphiqguement le résultat.
b) Dresser le tableau de variation de f et tracer € .

2) a) Montrer que f réalise une bijection de [1, + 0 [ sur IR, .

b) Tracer la courbe (E') de f* dans le méme repére de ¢ .

3) Calculer l'aire de la partie du plan limitée par E , f,', les axes du repere et |a

droite d'équation x = \/5 .

4) Soit I'ensemble C={ M(x,y); y=f(x) et ] < x < \/5 }. Calculer le volume du solide

de révolution obtenu par rotation de C autour de I'axe (0x).

Exercice n°):

1) Soit f la fonction définie sur I= _% % par f(x)= I

12 °(1f)

a) Montrer que f est dérivable sur | et déterminer f'(x).

tan x

b) En déduire que pour tout xe 1, on a : f(x)= L cos’tdt.

. = = 1 4 1 dx
c) Expliciter f(x) pour tout x|, puis calculer l'intégrale A= ~
0 (1+x7)
L x’dx

2) Calculer, a I'aide d'une intégration par parties, l'intégrale B= J‘

D
%/’\/x
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0 (1+x>)
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